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�Etant donn�e un ensemble de symboles � appel�ealphabet, on
d�e�nit le mot w comme �etant un n-uplet (w1; w2; : : : ; wn) o�u
wi 2 � pour tout 1 � i � n.

Notations
Pour simpli�er, on �ecrit simplementw = w1w2 � � � wn.

� n est l'ensemble des mots de longueurn.

La longueur d'un motw est not�ee jwj.

� � =
[

n� 0

� n.

Xavier Proven�cal Combinatoire des mots, g�eom�etrie discr�ete et pavages



Introduction
Chemins auto-�evitants

Convexit�e discr�ete
Pavages

Combinatoire des mots
G�eom�etrie discr�ete

Combinatoire des mots

D�e�nition
�Etant donn�e u 2 � n et v 2 � m, la concat�enation de u et v, not�ee
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uv = ( u1; u2; : : : ; un; v1; v2; : : : ; vm) 2 � n+ m:
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�Etant donn�e u 2 � n et v 2 � m, la concat�enation de u et v, not�ee
uv, est le (n + m)-uplet

uv = ( u1; u2; : : : ; un; v1; v2; : : : ; vm) 2 � n+ m:

On notewk la concat�enation dek copies dew.

Par d�e�nition w0 = " o�u j" j = 0.

Un mot w est dit primitif si pour tout mot u

w = uk =) k = 1 :
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Deux mots �nis u et v sur l'alphabet � sont dit conjugu�es s'il
existex; y 2 � � tels queu = xy et v = yx.
On note la conjugaisonu � v.

Exemple :

Consid�erons � = f a; bg et le mot w = abba

w � bbaa;

w � baab;

w � aabb;

w � abba:
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Un 4-cheminest un ensemble ordonn�e de points du plan discret
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D�e�nition
Un 4-cheminest un ensemble ordonn�e de points du plan discret
C = [ p1; p2; : : : ; pn] o�u chaque pi , 2 � i � n, est obtenu de son
pr�ec�edent par une translation de (0; 1); (1; 0); (0; � 1) ou (� 1; 0).
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Un polyominoP est un sous-ensemble �ni du plan discretZ2 qui
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D�e�nition (Garner, 1958)

Un polyominoP est un sous-ensemble �ni du plan discretZ2 qui

ne poss�ede pas de trous,

est 4-connexe, c-�a-d pour toute paire de pointsp; q 2 P, il
existe un 4-chemin reliantp �a q enti�erement inclus dansP.
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D�e�nition (Freeman, 1961)

Soit C un 4-chemin dansZ2, on construit le motw sur l'alphabet
f 0; 1; �0; �1g lettre par lettre en parcourant le 4-cheminC et en
notant dans quelle direction est e�ectu�e chacun des d�eplacements
unitaires.
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unitaires.
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D�e�nition (Freeman, 1961)

Soit C un 4-chemin dansZ2, on construit le motw sur l'alphabet
f 0; 1; �0; �1g lettre par lettre en parcourant le 4-cheminC et en
notant dans quelle direction est e�ectu�e chacun des d�eplacements
unitaires.

Un pas vers la droite (! ) est not�e 0.

Un pas vers la gauche ( ) est not�e �0.
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D�e�nition (Freeman, 1961)

Soit C un 4-chemin dansZ2, on construit le motw sur l'alphabet
f 0; 1; �0; �1g lettre par lettre en parcourant le 4-cheminC et en
notant dans quelle direction est e�ectu�e chacun des d�eplacements
unitaires.

Un pas vers la droite (! ) est not�e 0.

Un pas vers la gauche ( ) est not�e �0.

Un pas vers le haut (" ) est not�e 1.
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D�e�nition (Freeman, 1961)

Soit C un 4-chemin dansZ2, on construit le motw sur l'alphabet
f 0; 1; �0; �1g lettre par lettre en parcourant le 4-cheminC et en
notant dans quelle direction est e�ectu�e chacun des d�eplacements
unitaires.

Un pas vers la droite (! ) est not�e 0.

Un pas vers la gauche ( ) est not�e �0.

Un pas vers le haut (" ) est not�e 1.

Un pas vers le bas (#) est not�e �1.
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0 0
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1

w = 0 0 1 0 �1 �1�0 �0 �0�0 �0 1 1 0 1:
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0
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w = 1 0 0 1 0�1 0�1 �0 �0 �1�0 1�0 :

D�e�nition

Un mot w 2 f 0; 1; �0; �1g� est dit un mot de contours'il code le
bord d'un polyomino.
On noteb(P) l'ensemble des mots de contour du polyominoP.
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D�e�nition

Un mot w 2 f 0; 1; �0; �1g� est dit un mot de contours'il code le
bord d'un polyomino.
On noteb(P) l'ensemble des mots de contour du polyominoP.
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Questions
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Questions
�Etant donn�e un mot w 2 f 0; 1; �0; �1g� :

Est-ce quew est un mot de contour ?

Si oui,

Est-ce que le polyomino cod�e parw est digitalement convexe ?

Est-ce que le polyomino cod�e parw pave le plan par
translation ?
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D�e�nition

Un 4-cheminC= [ p1; p2; : : : ; pn] est auto-�evitant si pi 6= pj pour
tous i 6= j .
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D�e�nition

Un 4-cheminC= [ p1; p2; : : : ; pn] est auto-�evitant si pi 6= pj pour
tous i 6= j .
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Un mot w 2 f 0; 1; �0; �1gn est un mot de contour ssi
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D�e�nition

Un 4-cheminC= [ p1; p2; : : : ; pn] est auto-�evitant si pi 6= pj pour
tous i 6= j .

Remarque

Un mot w 2 f 0; 1; �0; �1gn est un mot de contour ssi
1 Le chemin cod�e parw1w2 � � � wn� 1 est auto-�evitant.
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Chemins auto-�evitants

D�e�nition

Un 4-cheminC= [ p1; p2; : : : ; pn] est auto-�evitant si pi 6= pj pour
tous i 6= j .

Remarque

Un mot w 2 f 0; 1; �0; �1gn est un mot de contour ssi
1 Le chemin cod�e parw1w2 � � � wn� 1 est auto-�evitant.
2 Le chemin cod�e parw termine au point o�u il a commenc�e.
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On d�e�nit le graphe G = ( N; R; V ) o�u
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Structure de donn�ees

On d�e�nit le graphe G = ( N; R; V ) o�u

N est un ensemble de noeuds associ�es aux points du plan (par
convention, on appelle (x; y) le noeud repr�esentant le point de
coordonn�ees (x; y)).
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Structure de donn�ees

On d�e�nit le graphe G = ( N; R; V ) o�u

N est un ensemble de noeuds associ�es aux points du plan (par
convention, on appelle (x; y) le noeud repr�esentant le point de
coordonn�ees (x; y)).

Chaque noeud deN est marqu�e comme �etant soitvisit�e, soit
non-visit�e.
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Structure de donn�ees

On d�e�nit le graphe G = ( N; R; V ) o�u

N est un ensemble de noeuds associ�es aux points du plan (par
convention, on appelle (x; y) le noeud repr�esentant le point de
coordonn�ees (x; y)).

Chaque noeud deN est marqu�e comme �etant soitvisit�e, soit
non-visit�e.

R et V sont deux ensembles distincts d'arêtes.
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Le sous-graphe (N; R) forme un quadtree tel que :

La racine est le noeud (0; 0).
Chaque noeud (�a l'exception de la racine) peut avoir jusqu'�a
quatre �ls.
Les arêtes menant aux enfants d'un noeud sont �etiquet�eespar
des paires dans l'ensemblef (0; 0); (0; 1); (1; 0); (1; 1)g.
(N; R) poss�ede une structure de radix-tree.

(1,0)

(0,0)

(1,1) (0,1)

(5; 1) = (1012; 0012)
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Le sous-graphe (N; R) forme un quadtree tel que :

La racine est le noeud (0; 0).
Chaque noeud (�a l'exception de la racine) peut avoir jusqu'�a
quatre �ls.
Les arêtes menant aux enfants d'un noeud sont �etiquet�eespar
des paires dans l'ensemblef (0; 0); (0; 1); (1; 0); (1; 1)g.
(N; R) poss�ede une structure de radix-tree.

(2,0)

(0,1)

(0,0)

(5,1)

(0,0)

(1,1) (0,1)
(1,0)

(0,0)(1,1)
(1,0) (0,1)

(1,0)

(1,1)

(1,0)

(5; 1) = (1012; 0012)
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Liens de voisinage

Les arêtes deV relient un noeud (x; y) �a ses quatre voisins, soit
ses translat�es de (1; 0); (0; 1); (� 1; 0); (0; � 1).
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Les arêtes deV relient un noeud (x; y) �a ses quatre voisins, soit
ses translat�es de (1; 0); (0; 1); (� 1; 0); (0; � 1).

(2,0)

(0,1)

(0,0)

(5,1)

(0,0)

(1,1) (0,1)
(1,0)

(0,0)(1,1)
(1,0) (0,1)

(1,0)

(1,1)

(1,0)
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Liens de voisinage

Les arêtes deV relient un noeud (x; y) �a ses quatre voisins, soit
ses translat�es de (1; 0); (0; 1); (� 1; 0); (0; � 1).

(2,0)

(0,1)

(0,0)

(5,1)

(0,0)

(1,1) (0,1)
(1,0)

(0,0)(1,1)
(1,0) (0,1)

(1,0)

(1,1)

(1,0)

(-1,0)

(3,0)

(5,0)(5,1) (4,1)(5,2)(6,1)

(0,1)

(1,0)

(0,1)

(0,-1)

(0,0)

(1,1) (0,1)
(1,0)

(0,0)(1,1)
(1,0) (0,1)

(1,0)

(1,1)

(1,0) (0,1)

(0,0)
(1,0)

(2,0)(2,1)

(5; 1) = (1012; 0012)
(6; 1) = (1102; 0012)
(5; 2) = (1012; 0102)
(4; 1) = (1002; 0012)
(5; 0) = (1012; 0002)
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Algorithme

Pour e�ectuer la translation (1; 0) �a partir de (x; y), dont l'�ecriture
binaire est (� 0 11: : : 1| {z }

k fois

; �� ), il su�t :
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Algorithme

Pour e�ectuer la translation (1; 0) �a partir de (x; y), dont l'�ecriture
binaire est (� 0 11: : : 1| {z }

k fois

; �� ), il su�t :

a100...0

u) u)(0,

bua011...1( , )
k fois

1 foisk-
a011...1( , b)

k fois
bu

1 foisk-
( , b)a100...0

, )

(1,

(1,0)

(
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Algorithme

Pour e�ectuer la translation (1; 0) �a partir de (x; y), dont l'�ecriture
binaire est (� 0 11: : : 1| {z }

k fois

; �� ), il su�t :

1 Remonter au p�ere de (x; y).

a100...0

u) u)(0,

bua011...1( , )
k fois

1 foisk-
a011...1( , b)

k fois
bu

1 foisk-
( , b)a100...0

, )

(1,

(1,0)

(
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Algorithme

Pour e�ectuer la translation (1; 0) �a partir de (x; y), dont l'�ecriture
binaire est (� 0 11: : : 1| {z }

k fois

; �� ), il su�t :

1 Remonter au p�ere de (x; y).
2 Suivre son lien de voisinage (1; 0).

a100...0

u) u)(0,

bua011...1( , )
k fois

1 foisk-
a011...1( , b)

k fois
bu

1 foisk-
( , b)a100...0

, )

(1,

(1,0)

(
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Algorithme

Pour e�ectuer la translation (1; 0) �a partir de (x; y), dont l'�ecriture
binaire est (� 0 11: : : 1| {z }

k fois

; �� ), il su�t :

1 Remonter au p�ere de (x; y).
2 Suivre son lien de voisinage (1; 0).
3 Descendre �a son �ls en suivant l'arête d'�etiquette (0; � ).

a100...0

u) u)(0,

bua011...1( , )
k fois

1 foisk-
a011...1( , b)

k fois
bu

1 foisk-
( , b)a100...0

, )

(1,

(1,0)

(
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Algorithme

Pour e�ectuer la translation (1; 0) �a partir de (x; y), dont l'�ecriture
binaire est (� 0 11: : : 1| {z }

k fois

; �� ), il su�t :

1 Remonter au p�ere de (x; y).
2 Suivre son lien de voisinage (1; 0).
3 Descendre �a son �ls en suivant l'arête d'�etiquette (0; � ).

u) u)(0,

bua011...1( , )
k fois

1 foisk-
a011...1( , b)

k fois
bu

1 foisk-
( , b)a100...0

, )a100...0

(1,0)
(1,

(1,0)

(
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Exemple

w = 0 0 1 1 �0�1 0

(0,0)

(-1,0)
(0,1)

(1,0)(0,1)

(0,0)

(0,1) (1,0)

(1,0)
(0,-1)
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(-1,0)
(0,1)

(1,0)(0,1)

(0,0)

(0,1) (1,0)
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R�esultats principaux

Th�eor�eme
�Etant donn�e un mot w 2 f 0; 1; �0; �1gn, d�eterminer si le chemin cod�e
par w est auto-�evitant est d�ecidable enO(n).
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Th�eor�eme
�Etant donn�e un mot w 2 f 0; 1; �0; �1gn, d�eterminer si le chemin cod�e
par w est auto-�evitant est d�ecidable enO(n).

Id�ee de la preuve.
1 Montrer que le nombre de noeuds cr�e�es est dansO(n).
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R�esultats principaux

Th�eor�eme
�Etant donn�e un mot w 2 f 0; 1; �0; �1gn, d�eterminer si le chemin cod�e
par w est auto-�evitant est d�ecidable enO(n).

Id�ee de la preuve.
1 Montrer que le nombre de noeuds cr�e�es est dansO(n).
2 Borner par une constante le nombre de fois qu'un noeud peut

être consult�e lors des appels r�ecursifs.
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Convexit�e discr�ete
Pavages

Structure de donn�ees
Algorithme
R�esultats

R�esultats principaux

Th�eor�eme
�Etant donn�e un mot w 2 f 0; 1; �0; �1gn, d�eterminer si le chemin cod�e
par w est auto-�evitant est d�ecidable enO(n).

Id�ee de la preuve.
1 Montrer que le nombre de noeuds cr�e�es est dansO(n).
2 Borner par une constante le nombre de fois qu'un noeud peut

être consult�e lors des appels r�ecursifs.

Corollaire
�Etant donn�e un mot w 2 f 0; 1; �0; �1gn, d�eterminer si w est un mot
de contour est d�ecidable enO(n).

Xavier Proven�cal Combinatoire des mots, g�eom�etrie discr�ete et pavages



Introduction
Chemins auto-�evitants

Convexit�e discr�ete
Pavages

D�e�nitions
Mots de Lyndon
Mots de Christo�el
D�etection de la convexit�e discr�ete

Convexit�e discr�ete

Xavier Proven�cal Combinatoire des mots, g�eom�etrie discr�ete et pavages



Introduction
Chemins auto-�evitants

Convexit�e discr�ete
Pavages

D�e�nitions
Mots de Lyndon
Mots de Christo�el
D�etection de la convexit�e discr�ete
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D�e�nition (Kim)

Un polyominoP est digitalement convexes'il est �egal �a la
discr�etisation de son enveloppe convexe Euclidienne.
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D�e�nition (Kim)

Un polyominoP est digitalement convexes'il est �egal �a la
discr�etisation de son enveloppe convexe Euclidienne.

Conv(P) \ Z2 = P
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D�e�nition (Kim)

Un polyominoP est digitalement convexes'il est �egal �a la
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HV-convextit�e

D�e�nition
Un polyominoP est H-convexe si toutes ses lignes sont connexes.
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D�e�nition
Un polyominoP est H-convexe si toutes ses lignes sont connexes.

D�e�nition
Un polyominoP est V -convexe si toutes ses colonnes sont
connexes.
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HV-convextit�e

D�e�nition
Un polyominoP est H-convexe si toutes ses lignes sont connexes.

D�e�nition
Un polyominoP est V -convexe si toutes ses colonnes sont
connexes.

D�e�nition
Un polyominoP est HV -convexe s'il estH-convexe etV -convexe.
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Question

Question
�Etant donn�e un mot w 2 f 0; 1; �0; �1g� codant le bord du polyomino
HV -convexeP.
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Question

Question
�Etant donn�e un mot w 2 f 0; 1; �0; �1g� codant le bord du polyomino
HV -convexeP.

Est-ce queP est digitalement convexe ?

Xavier Proven�cal Combinatoire des mots, g�eom�etrie discr�ete et pavages



Introduction
Chemins auto-�evitants
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Ordre lexicographique

D�e�nition
�Etant donn�e < un ordre total sur les lettres de �, on �etend cette
relation d'ordre �a � � par

w < w0 si (i) w0 2 w� + ;
(ii ) w = uav et w0 = ubv0

aveca; b 2 � ; u; v; v0 2 � � et a < b:
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Ordre lexicographique

D�e�nition
�Etant donn�e < un ordre total sur les lettres de �, on �etend cette
relation d'ordre �a � � par

w < w0 si (i) w0 2 w� + ;
(ii ) w = uav et w0 = ubv0

aveca; b 2 � ; u; v; v0 2 � � et a < b:

Par exemple, si

w = 0001110001 etw0 = 0011110000110;
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Ordre lexicographique

D�e�nition
�Etant donn�e < un ordre total sur les lettres de �, on �etend cette
relation d'ordre �a � � par

w < w0 si (i) w0 2 w� + ;
(ii ) w = uav et w0 = ubv0

aveca; b 2 � ; u; v; v0 2 � � et a < b:

Par exemple, si

w = 0001110001 etw0 = 0011110000110;

alorsw < w0 (avec l'ordre 0< 1).
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Mots de Lyndon

D�e�nition

Un mot w est un mot de Lyndon si pour toutu; v 2 � + on a

w = uv =) w < vu:
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Mots de Lyndon

D�e�nition

Un mot w est un mot de Lyndon si pour toutu; v 2 � + on a

w = uv =) w < vu:

Par exemple, parmi les mots suivants

w1 = 00100101; w2 = 0010 et w3 = 0000;
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Mots de Lyndon
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Mots de Lyndon

D�e�nition

Un mot w est un mot de Lyndon si pour toutu; v 2 � + on a

w = uv =) w < vu:

Par exemple, parmi les mots suivants

w1 = 00100101; w2 = 0010 et w3 = 0000;

seulw1 est un mot de Lyndon.
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Mots de Lyndon

Th�eor�eme (Lyndon, 1958)

Tout mot w sur un alphabet ordonn�e� admet une unique
factorisation

w = ln1
1 ln2

2 � � � lnk
k

o�u n1; n2; : : : ; nk � 1 et l1 > l2 > � � � > lk sont des mots de
Lyndon.
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Mots de Lyndon

Th�eor�eme (Lyndon, 1958)

Tout mot w sur un alphabet ordonn�e� admet une unique
factorisation

w = ln1
1 ln2

2 � � � lnk
k

o�u n1; n2; : : : ; nk � 1 et l1 > l2 > � � � > lk sont des mots de
Lyndon.

Th�eor�eme (Fredricksen et Miorana 1978, Duval 1980)

La factorisation de Lyndon d'un mot w de longueur n se calcul en
O(n).
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Mots de Christo�el

D�e�nition (Christo�el 1875)

�Etant donn�e k; n 2 N, k < n, deux entiers relativement premiers, le
mot de Christo�el primitif Cn;k = w1w2w3 : : : wn est d�e�nit par :

wi =
�

0 si ri � 1 < ri ;
1 si ri � 1 > ri ;

o�u ri est le reste de la division de (ik) par n.
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Mots de Christo�el

D�e�nition (Christo�el 1875)

�Etant donn�e k; n 2 N, k < n, deux entiers relativement premiers, le
mot de Christo�el primitif Cn;k = w1w2w3 : : : wn est d�e�nit par :

wi =
�

0 si ri � 1 < ri ;
1 si ri � 1 > ri ;

o�u ri est le reste de la division de (ik) par n.

Par exemple, sin = 8 et k = 5

i 0 1 2 3 4 5 6 7 8
(ik) mod n 0 5 2 7 4 1 6 3 0
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Mots de Christo�el

D�e�nition (Christo�el 1875)

�Etant donn�e k; n 2 N, k < n, deux entiers relativement premiers, le
mot de Christo�el primitif Cn;k = w1w2w3 : : : wn est d�e�nit par :

wi =
�

0 si ri � 1 < ri ;
1 si ri � 1 > ri ;

o�u ri est le reste de la division de (ik) par n.

Par exemple, sin = 8 et k = 5

i 0 1 2 3 4 5 6 7 8
(ik) mod n 0 5 2 7 4 1 6 3 0

wi = 0 1 0 1 1 0 1 1
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Mots de Christo�el

D�e�nition (Christo�el 1875)

�Etant donn�e k; n 2 N, k < n, deux entiers relativement premiers, le
mot de Christo�el primitif Cn;k = w1w2w3 : : : wn est d�e�nit par :

wi =
�

0 si ri � 1 < ri ;
1 si ri � 1 > ri ;

o�u ri est le reste de la division de (ik) par n.

Par exemple, sin = 8 et k = 5

i 0 1 2 3 4 5 6 7 8
(ik) mod n 0 5 2 7 4 1 6 3 0

wi = 0 1 0 1 1 0 1 1

Ainsi, C8;5 = 0 1 0 1 1 0 1 1:
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n-k
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0

0 0

0

0

1

1

1

1

1

k

C12;5 = 001010010101:
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Th�eor�eme
Un mot w est NO-convexe ssi sa factorisation de Lyndon
w = ln1

1 ln2
2 � � � lnk

k est compos�ee uniquement de mots de Christo�el.
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Notation
�Etant donn�e un polyominoP et un vecteur�! u 2 Z2, on noteP�! u
la translation deP par �! u .

D�e�nition

Un pavagedu plan discretZ2 par un polyominoP est un ensemble
de vecteursT � Z2 tel que

Z2 =
[

�! u 2T

P�! u .

Pour toute paire disctincte�! u ; �! v 2 T , P�! u \ P�! v = ; :
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D�e�nition
Un polyominoP est dit exact s'il existe un pavage du plan parP.

Question
�Etant donn�e un mot w 2 f 0; 1; �0; �1g� codant le bord du polyomino
P, est-ce queP est exact ?

Xavier Proven�cal Combinatoire des mots, g�eom�etrie discr�ete et pavages



Introduction
Chemins auto-�evitants

Convexit�e discr�ete
Pavages

D�e�nitions
Factorisation de Beauquier-Nivat
D�etection des polyominos exacts
Double pseudo-carr�es

BN-Factorisation

D�e�nition

Soit b l'antimorphisme involutif d�e�nit par b = � e.

Xavier Proven�cal Combinatoire des mots, g�eom�etrie discr�ete et pavages



Introduction
Chemins auto-�evitants

Convexit�e discr�ete
Pavages

D�e�nitions
Factorisation de Beauquier-Nivat
D�etection des polyominos exacts
Double pseudo-carr�es

BN-Factorisation

D�e�nition

Soit b l'antimorphisme involutif d�e�nit par b = � e.

Xavier Proven�cal Combinatoire des mots, g�eom�etrie discr�ete et pavages



Introduction
Chemins auto-�evitants

Convexit�e discr�ete
Pavages

D�e�nitions
Factorisation de Beauquier-Nivat
D�etection des polyominos exacts
Double pseudo-carr�es

BN-Factorisation

D�e�nition

Soit b l'antimorphisme involutif d�e�nit par b = � e.

u = 0 0 1 0 �1 0 1

Xavier Proven�cal Combinatoire des mots, g�eom�etrie discr�ete et pavages



Introduction
Chemins auto-�evitants

Convexit�e discr�ete
Pavages

D�e�nitions
Factorisation de Beauquier-Nivat
D�etection des polyominos exacts
Double pseudo-carr�es

BN-Factorisation

D�e�nition

Soit b l'antimorphisme involutif d�e�nit par b = � e.

u = 0 0 1 0 �1 0 1 t

Xavier Proven�cal Combinatoire des mots, g�eom�etrie discr�ete et pavages



Introduction
Chemins auto-�evitants

Convexit�e discr�ete
Pavages

D�e�nitions
Factorisation de Beauquier-Nivat
D�etection des polyominos exacts
Double pseudo-carr�es

BN-Factorisation

D�e�nition

Soit b l'antimorphisme involutif d�e�nit par b = � e.

u = 0 0 1 0 �1 0 1 t

Xavier Proven�cal Combinatoire des mots, g�eom�etrie discr�ete et pavages



Introduction
Chemins auto-�evitants

Convexit�e discr�ete
Pavages

D�e�nitions
Factorisation de Beauquier-Nivat
D�etection des polyominos exacts
Double pseudo-carr�es

BN-Factorisation

D�e�nition

Soit b l'antimorphisme involutif d�e�nit par b = � e.

u = 0 0 1 0 �1 0 1 t

Xavier Proven�cal Combinatoire des mots, g�eom�etrie discr�ete et pavages



Introduction
Chemins auto-�evitants

Convexit�e discr�ete
Pavages

D�e�nitions
Factorisation de Beauquier-Nivat
D�etection des polyominos exacts
Double pseudo-carr�es

BN-Factorisation

D�e�nition

Soit b l'antimorphisme involutif d�e�nit par b = � e.

u = 0 0 1 0 �1 0 1 t

Xavier Proven�cal Combinatoire des mots, g�eom�etrie discr�ete et pavages



Introduction
Chemins auto-�evitants

Convexit�e discr�ete
Pavages

D�e�nitions
Factorisation de Beauquier-Nivat
D�etection des polyominos exacts
Double pseudo-carr�es

BN-Factorisation

D�e�nition

Soit b l'antimorphisme involutif d�e�nit par b = � e.

u = 0 0 1 0 �1 0 1 t

Xavier Proven�cal Combinatoire des mots, g�eom�etrie discr�ete et pavages



Introduction
Chemins auto-�evitants

Convexit�e discr�ete
Pavages

D�e�nitions
Factorisation de Beauquier-Nivat
D�etection des polyominos exacts
Double pseudo-carr�es

BN-Factorisation

D�e�nition

Soit b l'antimorphisme involutif d�e�nit par b = � e.

u = 0 0 1 0 �1 0 1 t

Xavier Proven�cal Combinatoire des mots, g�eom�etrie discr�ete et pavages



Introduction
Chemins auto-�evitants

Convexit�e discr�ete
Pavages

D�e�nitions
Factorisation de Beauquier-Nivat
D�etection des polyominos exacts
Double pseudo-carr�es

BN-Factorisation

D�e�nition

Soit b l'antimorphisme involutif d�e�nit par b = � e.

u = 0 0 1 0 �1 0 1 t

Xavier Proven�cal Combinatoire des mots, g�eom�etrie discr�ete et pavages



Introduction
Chemins auto-�evitants

Convexit�e discr�ete
Pavages

D�e�nitions
Factorisation de Beauquier-Nivat
D�etection des polyominos exacts
Double pseudo-carr�es

BN-Factorisation

D�e�nition

Soit b l'antimorphisme involutif d�e�nit par b = � e.

u = 0 0 1 0 �1 0 1 t 6

Xavier Proven�cal Combinatoire des mots, g�eom�etrie discr�ete et pavages



Introduction
Chemins auto-�evitants

Convexit�e discr�ete
Pavages

D�e�nitions
Factorisation de Beauquier-Nivat
D�etection des polyominos exacts
Double pseudo-carr�es

BN-Factorisation

D�e�nition

Soit b l'antimorphisme involutif d�e�nit par b = � e.

u = 0 0 1 0 �1 0 1 t 6

bu = �1 �0 1 �0 �1 �0 �0

Xavier Proven�cal Combinatoire des mots, g�eom�etrie discr�ete et pavages



Introduction
Chemins auto-�evitants

Convexit�e discr�ete
Pavages

D�e�nitions
Factorisation de Beauquier-Nivat
D�etection des polyominos exacts
Double pseudo-carr�es

BN-Factorisation

D�e�nition

Soit b l'antimorphisme involutif d�e�nit par b = � e.

u = 0 0 1 0 �1 0 1 t 6

bu = �1 �0 1 �0 �1 �0 �0
t

Xavier Proven�cal Combinatoire des mots, g�eom�etrie discr�ete et pavages



Introduction
Chemins auto-�evitants

Convexit�e discr�ete
Pavages

D�e�nitions
Factorisation de Beauquier-Nivat
D�etection des polyominos exacts
Double pseudo-carr�es

BN-Factorisation

D�e�nition

Soit b l'antimorphisme involutif d�e�nit par b = � e.

u = 0 0 1 0 �1 0 1 t 6

bu = �1 �0 1 �0 �1 �0 �0
t

Xavier Proven�cal Combinatoire des mots, g�eom�etrie discr�ete et pavages



Introduction
Chemins auto-�evitants

Convexit�e discr�ete
Pavages

D�e�nitions
Factorisation de Beauquier-Nivat
D�etection des polyominos exacts
Double pseudo-carr�es

BN-Factorisation

D�e�nition

Soit b l'antimorphisme involutif d�e�nit par b = � e.

u = 0 0 1 0 �1 0 1 t 6

bu = �1 �0 1 �0 �1 �0 �0
t

Xavier Proven�cal Combinatoire des mots, g�eom�etrie discr�ete et pavages



Introduction
Chemins auto-�evitants

Convexit�e discr�ete
Pavages

D�e�nitions
Factorisation de Beauquier-Nivat
D�etection des polyominos exacts
Double pseudo-carr�es

BN-Factorisation

D�e�nition

Soit b l'antimorphisme involutif d�e�nit par b = � e.

u = 0 0 1 0 �1 0 1 t 6

bu = �1 �0 1 �0 �1 �0 �0
t

Xavier Proven�cal Combinatoire des mots, g�eom�etrie discr�ete et pavages



Introduction
Chemins auto-�evitants

Convexit�e discr�ete
Pavages

D�e�nitions
Factorisation de Beauquier-Nivat
D�etection des polyominos exacts
Double pseudo-carr�es

BN-Factorisation

D�e�nition

Soit b l'antimorphisme involutif d�e�nit par b = � e.

u = 0 0 1 0 �1 0 1 t 6

bu = �1 �0 1 �0 �1 �0 �0
t

Xavier Proven�cal Combinatoire des mots, g�eom�etrie discr�ete et pavages



Introduction
Chemins auto-�evitants

Convexit�e discr�ete
Pavages

D�e�nitions
Factorisation de Beauquier-Nivat
D�etection des polyominos exacts
Double pseudo-carr�es

BN-Factorisation

D�e�nition

Soit b l'antimorphisme involutif d�e�nit par b = � e.

u = 0 0 1 0 �1 0 1 t 6

bu = �1 �0 1 �0 �1 �0 �0
t

Xavier Proven�cal Combinatoire des mots, g�eom�etrie discr�ete et pavages



Introduction
Chemins auto-�evitants

Convexit�e discr�ete
Pavages

D�e�nitions
Factorisation de Beauquier-Nivat
D�etection des polyominos exacts
Double pseudo-carr�es

BN-Factorisation

D�e�nition

Soit b l'antimorphisme involutif d�e�nit par b = � e.

u = 0 0 1 0 �1 0 1 t 6

bu = �1 �0 1 �0 �1 �0 �0
t

Xavier Proven�cal Combinatoire des mots, g�eom�etrie discr�ete et pavages



Introduction
Chemins auto-�evitants

Convexit�e discr�ete
Pavages

D�e�nitions
Factorisation de Beauquier-Nivat
D�etection des polyominos exacts
Double pseudo-carr�es

BN-Factorisation

D�e�nition

Soit b l'antimorphisme involutif d�e�nit par b = � e.

u = 0 0 1 0 �1 0 1 t 6

bu = �1 �0 1 �0 �1 �0 �0
t

�

Xavier Proven�cal Combinatoire des mots, g�eom�etrie discr�ete et pavages



Introduction
Chemins auto-�evitants

Convexit�e discr�ete
Pavages

D�e�nitions
Factorisation de Beauquier-Nivat
D�etection des polyominos exacts
Double pseudo-carr�es

BN-Factorisation

D�e�nition

Soit b l'antimorphisme involutif d�e�nit par b = � e.

u = 0 0 1 0 �1 0 1 t 6

bu = �1 �0 1 �0 �1 �0 �0
t

�

Th�eor�eme (Beauquier et Nivat, 1991)

Un polyomino P est exact si et seulement s'il existe trois mots
X ; Y ; Z 2 f 0; 1; �0; �1g� tels que

X Y Z bX bY bZ 2 b(P):
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D�e�nition
Soit w un mot de contour d'un polyomino. Un facteur non-videA
de w est dit admissibles'il existe deux mots de même longueurx
et y tels que
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Soit w un mot de contour d'un polyomino. Un facteur non-videA
de w est dit admissibles'il existe deux mots de même longueurx
et y tels que

(i) w � AxbAy.

(ii) A est maximalau sens quef (x) 6= l (x) et f (y) 6= l (y).

Lemme
Soit w un mot de contour d'un polyomino exact et
w = XYZ bX bY bZ un BN-factorisation de w. Alors, X; bX; Y ; bY et (si
Z 6= "), Z et bZ sont tous des facteurs admissibles.
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Th�eor�eme (Weiner, 1973)

�Etant donn�e un mot w de longueur n, le temps requis pour
construire l'arbre des su�xes de w est dansO(n).
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Th�eor�eme (Harel et Tarjan, 1984)

�Etant donn�e deux feuilles d'un arbre des su�xes, la recherche du
plus bas ancêtre commun s'e�ectue en un temps constant, apr�es un
pr�etraitement lin�eaire en fonction du nombre de noeuds del'arbre.
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Proposition

�Etant donn�e une position i dans un mot u et une position j dans
un mot v, la plus longue extension commune �a partir de ces
positions se calcule en temps constant apr�es un pr�etraitement en
O(juj + jvj).
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Lemme
�Etant donn�e une position p dans un mot de contour w, tous les
facteurs admissibles qui incluent cette position peuvent ^etre list�es
en temps lin�eaire en fonction de la longueur de w.
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Si w � A x bA y alors bw � by A bx bA.
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D�etection des pseudo-carr�es

Th�eor�eme

Soit P un polyomino cod�e par w2 f 0; 1; �0; �1g� . D�eterminer si w
admet une factorisation de type pseudo-carr�e (w� XY bX bY ) se
calcule en temps lin�eaire en fonction de la taille de w.
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D�etection des pseudo-hexagones

D�e�nition
Un mot w est dit sans-k-carr�es, pour k � 2 si pour tout facteuru
de w on a que

u = xx =) j uj < k:
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D�e�nition
Un mot w est dit sans-k-carr�es, pour k � 2 si pour tout facteuru
de w on a que

u = xx =) j uj < k:

Th�eor�eme

Soit P un polyomino cod�e par w2 f 0; 1; �0; �1g� un mot
sans-k-carr�es avec k2 O (

p
jwj). D�eterminer si w admet une

BN-factorisation est d�ecidable en temps lin�eaire.
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Doubles pseudo-carr�es

Remarque

Soit w un mot de contour de longueurn. Le mot w peut admettre
jusqu'�a (n � 2)=2 BN-factorisations di��erentes.

1
0k-i

ik-i

0i

1

0 0
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D�e�nition
Soit w un mot de contour avec la BN-factorisation
w � XYZ bX bY bZ. Une deuxi�eme BN-factorisationw � ABCbAbB bC
est dit �equivalentesi [X ; Y ; Z ; bX ; bY ; bZ ] est une permutation
circulaire de [A; B; C; bA; bB; bC].
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D�e�nition
Soit w un mot de contour avec la BN-factorisation
w � XYZ bX bY bZ. Une deuxi�eme BN-factorisationw � ABCbAbB bC
est dit �equivalentesi [X ; Y ; Z ; bX ; bY ; bZ ] est une permutation
circulaire de [A; B; C; bA; bB; bC].

D�e�nition
Un double pseudo-carr�eest une polyomino dont le mot de contour
admet au moins deux factorisationsXY bX bY et AB bAbB
non-�equivalentes.
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Lemme
Soit w le mot de contour d'un double pseudo-carr�e et A; B; X ; Y
quatre mots tels que w� XY bX bY � AB bAbB forment deux
factorisations non-�equivalentes. Soit PX l'ensemble des positions
de w recouvertes par le facteur X et PA celles recouvertes par le
facteur A, alors PX 6� PA.
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Lemme
Soit w le mot de contour d'un double pseudo-carr�e et A; B; X ; Y
quatre mots tels que w� XY bX bY � AB bAbB forment deux
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w � 0 1 0�1 0�1 �0 �1 �0 1�0 1:
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w � 0 1 0�1 0�1 �0 �1 �0 1�0 1:
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Doubles pseudo-carr�es

Conjecture

Il n'existe aucun triple pseudo-carr�es.
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Doubles pseudo-carr�es

D�e�nition
Soit P un polyomino etC un pseudo-carr�e cod�e par le mot de contour
XY bX bY . Le produit de P par C, not�e P � C, est le polyomino dont le mot
de contour est� (w) o�u w est le mot de contour deP et � est le
morphisme d�e�ni par

� (0) = X; � (1) = Y ; � (�0) = bX ; � (�1) = bY :
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Doubles pseudo-carr�es

D�e�nition
Un polyomino estQ est dit premiersi pour toute paire de
polyominosP, C telle queQ = P � C on a alors queQ = P ou
Q = C.
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Conjecture

Soit w � XY bX bY le mot de contour d'un double pseudo-carr�eP.
Si P est primitif alors X et Y sont des palindromes de longueurs
impaires.
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MERCI!
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