Combinatoire des mots, geonetrie discete et
pavages

Xavier Provercal

23 septembre 2008

Xavier Provercal Combinatoire des mots, gonetrie discete et pavages



oire des mots
Geonetrie discete

Plan caresien

T (x;y)

vier Provercal Combinatoire des mots, gonetrie discete et pavages



Introduction
Combinatoire des mots
Geonetrie discete

Plan caresien

&%

Xavier Provercal Combinatoire des mots, gonetrie discete et pavages



Introduction
Combinatoire des mots
Geonetrie discete

Combinatoire des mots

Etant donre un ensemble de symboles appe&lphabet on

W 2 pourtoutl i n.

Xavier Provercal Combinatoire des mots, gonetrie discete et pavages



Introduction
Combinatoire des mots

Geonetrie discete

Combinatoire des mots

Ce nition

Etant donre un ensemble de symboles appe&lphabet on
¢k nit le mot w commeetant unn-uplet (wy; Wo; :::;W,) @
W 2 pourtoutl i n.

o Pour simpli er, onecrit simplementw = wiw, W,

\

Xavier Provercal Combinatoire des mots, gonetrie discete et pavages



Introduction
Combinatoire des mots
Geonetrie discete

Combinatoire des mots

Etant donre un ensemble de symboles appe&lphabet on

W 2 pourtoutl i n.

o Pour simpli er, onecrit simplementw = wiw, W,
o " estI'ensemble des mots de longuaur

\

\

Xavier Provercal Combinatoire des mots, gonetrie discete et pavages



Introduction
Combinatoire des mots

Geonetrie discete

Combinatoire des mots

Ce nition

Etant donre un ensemble de symboles appe&lphabet on
¢k nit le mot w commeetant unn-uplet (wy; Wo; :::;W,) @
W 2 pourtoutl i n.

o Pour simpli er, onecrit simplementw = wiw, W,
o " estI'ensemble des mots de longuaur
@ La longueur d'un motw est note jwj.
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Ce nition

Etant donre un ensemble de symboles appe&lphabet on
¢k nit le mot w commeetant unn-uplet (wy; Wo; :::;W,) @
W 2 pourtoutl i n.

o Pour simpli er, onecrit simplementw = wiw, W,
o " estI'ensemble des mots de longuaur
o La Ionﬁueur d'un motw est noee jwj.

° n

n 0

Xavier Provercal Combinatoire des mots, gonetrie discete et pavages

\



Introduction
Combinatoire des mots
Geonetrie discete

Combinatoire des mots

Etantdonreu2 "etv2 ™M laconcaenationdeu etv, noke
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Combinatoire des mots

Etantdonreu2 "etv2 ™M laconcaenationdeu etv, noke
uv, est le (1 + m)-uplet

e On notewX la concatnation dek copies dew.
e Par ¢ nition w®= " j"j=0.
@ Un mot w est dit primitif si pour tout motu

w=uk =) k=1:
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Soitw; x;y;z 2 guatre mots tels quev = xyz,
@ X est unpe xe dew,
@ y est unfacteurde w,
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Soitw; x;y;z 2 guatre mots tels quev = xyz,
@ X est unpe xe dew,
@ y est unfacteurde w,
@ z estunsu xe dew,
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Combinatoire des mots

Deux mots nisu et v sur l'alphabet sont dit conjugtess'il
existex;y 2 tels queu = xy et v = yx.
On note la conjugaisom V.

Xavier Provercal Combinatoire des mots, gonetrie discete et pavages



Introduction
Combinatoire des mots
Geonetrie discete

Combinatoire des mots

Deux mots nisu et v sur l'alphabet sont dit conjugtess'il
existex;y 2 tels queu = xy et v = yx.
On note la conjugaisom V.
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Deux mots nisu et v sur l'alphabet sont dit conjugtess'il
existex;y 2 tels queu = xy et v = yx.
On note la conjugaisom V.

Exemple :
o Consicerons = fa;bg etle motw = a bba

w bbag

Xavier Provercal Combinatoire des mots, gonetrie discete et pavages



Introduction
Combinatoire des mots
Geonetrie discete

Combinatoire des mots

Deux mots nisu et v sur l'alphabet sont dit conjugtess'il
existex;y 2 tels queu = xy et v = yx.
On note la conjugaisom V.

Exemple :
o Consicerons = fa;bgetle motw = ab ba

w bbag
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Deux mots nisu et v sur l'alphabet sont dit conjugtess'il
existex;y 2 tels queu = xy et v = yx.
On note la conjugaisom V.

Exemple :
o Consicerons = fa;bgetle motw = abb a

w bbag
w baab
w aabhb
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Combinatoire des mots

Deux mots nisu et v sur l'alphabet sont dit conjugtess'il
existex;y 2 tels queu = xy et v = yx.
On note la conjugaisom V.

Exemple :
o Consicerons = fa;bg et le motw = abba

bbag
baaly
aabh
abba

£ £ £ =2
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Combinatoire des mots

Deux mots nisu et v sur l'alphabet sont dit conjugtess'il
existex;y 2 tels queu = xy et v = yx.
On note la conjugaisom V.

Exemple :
o Consicerons = fa;bg et le motw = abba

w  bbag a a
w  baah Q
w aabh b b
w abba
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Chemins 4-connexes

Un 4-cheminest un ensemble ordonre de points du plan discret
C=[p1;p2;:::;pn] @ chaquep;, 2 i N, est obtenu de son
peedent par une translation de (p1); (1;0);(0; 1) ou ( 1;0).
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De nition (Garner, 1958)

Un polyominoP est un sous-ensemble ni du plan discig® qui
@ ne possxede pas de trous,
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De nition (Garner, 1958)

Un polyominoP est un sous-ensemble ni du plan discig® qui
@ ne possxede pas de trous,

@ est 4-connexe, ca-d pour toute paire de poingsq 2 P, il
existe un 4-chemin reliarnppa q enterement inclus dans>.
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Codage de Freeman

De nition (Freeman, 1961)

Soit C un 4-chemin dang?, on construit le motw sur l'alphabet
f0; 1; 0; 1g lettre par lettre en parcourant le 4-chemi@ et en
notant dans quelle direction est e ectie chacun des ceplements
unitaires.
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De nition (Freeman, 1961)

Soit C un 4-chemin dang?, on construit le motw sur l'alphabet
f0; 1; 0; 1g lettre par lettre en parcourant le 4-chemi@ et en
notant dans quelle direction est e ectie chacun des ceplements
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e Un pas vers la droite!( ) est noe 0.

@ Un pas vers la gauche () est not 0.

Xavier Provercal Combinatoire des mots, gonetrie discete et pavages



Introduction
Combinatoire des mots
Geonetrie discete
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De nition (Freeman, 1961)

Soit C un 4-chemin dang?, on construit le motw sur l'alphabet
f0; 1; 0; 1g lettre par lettre en parcourant le 4-chemi@ et en
notant dans quelle direction est e ectie chacun des ceplements
unitaires.

e Un pas vers la droite!( ) est noe 0.
@ Un pas vers la gauche () est not 0.
@ Un pas vers le haut"() est note 1.
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Codage de Freeman

De nition (Freeman, 1961)

Soit C un 4-chemin dang?, on construit le motw sur l'alphabet
f0; 1; 0; 1g lettre par lettre en parcourant le 4-chemi@ et en
notant dans quelle direction est e ectie chacun des ceplements
unitaires.

e Un pas vers la droite!( ) est noe 0.

@ Un pas vers la gauche () est not 0.

@ Un pas vers le haut"() est note 1.

@ Un pas vers le bag#] est noe 1.
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0

w=10010101001010

Un motw 2 f 0;1;0; 1g est dit unmot de contours'il code le
bord d'un polyomino.
On note b(P) I'ensemble des mots de contour du polyomiRo
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w=100101010010102 b(P):

Un motw 2 f 0;1;0; 1g est dit unmot de contours'il code le
bord d'un polyomino.

On note b(P) I'ensemble des mots de contour du polyomiRo
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o Est-ce quew est un mot de contour ?
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e Est-ce que le polyomino coce pav est digitalement convexe ?
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Combinatoire des mots
Geonetrie discete

Etant donre un motw 2 f 0; 1; 0; 1g
o Est-ce quew est un mot de contour ?

Si oui,
e Est-ce que le polyomino coce pav est digitalement convexe ?

e Est-ce que le polyomino coce pav pave le plan par
translation ?
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Remarque

Un motw 2 f 0; 1; 0; 1g" est un mot de contour ssi
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Chemins autoevitants
tousi 6 |.

Remarque

Un motw 2 f 0; 1; 0; 1g" est un mot de contour ssi
© Le chemin coce pawiw,  w, 1 est autoevitant.
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Chemins autoevitants

Chemins autoevitants

tousi 6 |.

-

Remarque

Un motw 2 f 0; 1; 0; 1g" est un mot de contour ssi
© Le chemin coce pawiw,  w, 1 est autoevitant.
@ Le chemin coce paw termine au point as il a commene.
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Structure de donrees

On & nit le graphe G=(N;R;V) w
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Structure de donrees

On & nit le graphe G=(N;R;V) w
@ N est un ensemble de noeuds assoces aux points du plan (par

convention, on appellex(y) le noeud repesentant le point de
coordonrees X;Yy)).

Xavier Provercal Combinatoire des mots, gonetrie discete et pavages



Structure de donrees
Algorithme
Resultats

Chemins autoevitants

Structure de donrees

On & nit le graphe G=(N;R;V) w
@ N est un ensemble de noeuds assoces aux points du plan (par
convention, on appellex(y) le noeud repesentant le point de
coordonrees X;Yy)).
o Chaque noeud dé&l est marge commeetant soitvisie, soit
non-visie.
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Chemins autoevitants

Structure de donrees

On & nit le graphe G=(N;R;V) w
@ N est un ensemble de noeuds assoces aux points du plan (par
convention, on appellex(y) le noeud repesentant le point de
coordonrees X;Yy)).
o Chaque noeud dé&l est marge commeetant soitvisie, soit
non-visie.
@ R etV sont deux ensembles distincts d'arétes.
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Le sous-grapheN; R) forme un quadtree tel que :
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Le sous-grapheN; R) forme un quadtree tel que :
e La racine est le noeud (0).
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Chemins autoevitants <
Algorithme

Resultats

Le sous-grapheN; R) forme un quadtree tel que :
e La racine est le noeud (0).

@ Chaque noeud & I'exception de la racine) peut avoir jusqu’
quatre Is.
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Le sous-grapheN; R) forme un quadtree tel que :
e La racine est le noeud (0).
@ Chaque noeud @ I'exception de la racine) peut avoir jusqu
quatre Is.

o Les arétes menant aux enfants d'un noeud sontetiquetesr
des paires dans I'ensemHi€0; 0); (0; 1); (1; 0); (1; 1)g.

1

Xavier Provercal Combinatoire des mots, gonetrie discete et pavages



Structure de donrees
Algorithme
Resultats

Chemins autoevitants

Le sous-grapheN; R) forme un quadtree tel que :
e La racine est le noeud (0).
@ Chaque noeud @ I'exception de la racine) peut avoir jusqu
quatre Is.
o Les arétes menant aux enfants d'un noeud sontetiquetesr
des paires dans I'ensemHi€0; 0); (0; 1); (1; 0); (1; 1)g.
@ (N;R) possde une structure de radix-tree.
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Chemins autoevitants

Le sous-grapheN; R) forme un quadtree tel que :
e La racine est le noeud (0).
@ Chaque noeud @ I'exception de la racine) peut avoir jusqu
quatre Is.
o Les arétes menant aux enfants d'un noeud sontetiquetesr
des paires dans I'ensemHi€0; 0); (0; 1); (1; 0); (1; 1)g.
@ (N;R) possde une structure de radix-tree.

(0,0)

1

(€] ©1
(1,0)

(5;1) = (1015;001;)
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Le sous-grapheN; R) forme un quadtree tel que :
e La racine est le noeud (0).
@ Chaque noeud @ I'exception de la racine) peut avoir jusqu
quatre Is.
o Les arétes menant aux enfants d'un noeud sontetiquetesr
des paires dans I'ensemHi€0; 0); (0; 1); (1; 0); (1; 1)g.
@ (N;R) possde une structure de radix-tree.

(0,0)

1

(€] ©1
(1,0)

(5;1) = (101;;001y)
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Le sous-grapheN; R) forme un quadtree tel que :
e La racine est le noeud (0).
@ Chaque noeud @ I'exception de la racine) peut avoir jusqu
quatre Is.
o Les arétes menant aux enfants d'un noeud sontetiquetesr
des paires dans I'ensemHi€0; 0); (0; 1); (1; 0); (1; 1)g.
@ (N;R) possde une structure de radix-tree.

(0,0)

1

(5;1) = (101;;001y)
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Le sous-grapheN; R) forme un quadtree tel que :
e La racine est le noeud (0).
@ Chaque noeud @ I'exception de la racine) peut avoir jusqu
quatre Is.
o Les arétes menant aux enfants d'un noeud sontetiquetesr
des paires dans I'ensemHi€0; 0); (0; 1); (1; 0); (1; 1)g.
@ (N;R) possde une structure de radix-tree.

(0,0)

1

(5;1) = (1 012; 0012)
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Le sous-grapheN; R) forme un quadtree tel que :
e La racine est le noeud (0).
@ Chaque noeud & I'exception de la racine) peut avoir jusqu’
quatre Is.
o Les arétes menant aux enfants d'un noeud sontetiquetesr
des paires dans I'ensemHi€0; 0); (0; 1); (1; 0); (1; 1)g.
@ (N;R) possde une structure de radix-tree.

(0,0)

(5;1) = (1 012; 0012)
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Chemins autoevitants

Le sous-grapheN; R) forme un quadtree tel que :
e La racine est le noeud (0).
@ Chaque noeud & I'exception de la racine) peut avoir jusqu’
quatre Is.
o Les arétes menant aux enfants d'un noeud sontetiquetesr
des paires dans I'ensemHi€0; 0); (0; 1); (1; 0); (1; 1)g.
@ (N;R) possde une structure de radix-tree.

(0,0)

(5;1) = (101;0017)
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Le sous-grapheN; R) forme un quadtree tel que :
e La racine est le noeud (0).
@ Chaque noeud & I'exception de la racine) peut avoir jusqu’
quatre Is.
o Les arétes menant aux enfants d'un noeud sontetiquetesr
des paires dans I'ensemHi€0; 0); (0; 1); (1; 0); (1; 1)g.
@ (N;R) possde une structure de radix-tree.

(0,0)

(5;1) = (101;0017)
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Structure de donrees
Algorithme
Resultats

Chemins autoevitants

Liens de voisinage

Les arétes dé&/ relient un noeud X;y)a ses quatre voisins, soit
ses translaes de (10); (0;1); ( 1;0);(0; 1).
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Liens de voisinage

Les arétes dé&/ relient un noeud X;y)a ses quatre voisins, soit
ses translaes de (10); (0;1); ( 1;0);(0; 1).

(0,0)

(5;1) = (1012;00%)
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Structure de donrees
Algorithme
Resultats

Chemins autoevitants

Liens de voisinage

Les arétes dé&/ relient un noeud X;y)a ses quatre voisins, soit
ses translaes de (10); (0;1); ( 1;0);(0; 1).

(0,0)

(5:1) = (101;001)
(6;1) = (1102; 001;)
(5:2) = (1012;010,)
(4;1) = (1002;00%;)
(5;0) = (1012;000)

‘)f\igs,o}/’ 4.1)

0 1o
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Structure de donrees
Algorithme
Resultats

Chemins autoevitants

Algorithme

Pour e ectuer la translation (10)a partir de (x;y), dont lecriture
binaire est ( OfL_l{'Z':_}; ), ilsut:

k fois
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Chemins autoevitants

Algorithme

Pour e ectuer la translation (10)a partir de (x;y), dont lecriture
binaire est ( OfL_l{'Z':_}; ), ilsut:

k fois
(1,0)
(30]#], b) (al(&)q b)
k-1 fois k-1 fois
(a011...1 bu) (alogf.’i.s.q bu)

k fois
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Chemins autoevitants

Algorithme

Pour e ectuer la translation (10)a partir de (x;y), dont lecriture
binaire est ( OfL_l{'Z':_}; ), ilsut:
k fois

© Remonter au ere dex;y).

(1,0)
(30]#], b) (al(&)q b)
k-1 fois k-1 fois
(a011...1 bu) (alogf.’i.s.q bu)

k fois
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Chemins autoevitants

Algorithme

Pour e ectuer la translation (10)a partir de (x;y), dont lecriture
binaire est ( OfL_l{'Z':_}; ), ilsut:
k fois

© Remonter au ere dex;y).
@ Suivre son lien de voisinage;@).

(1,0)
(30]#], b) (al(&)q b)
k-1 fois k-1 fois
(a011...1 bu) (alogf.’i.s.q bu)

k fois
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Algorithme

Pour e ectuer la translation (10)a partir de (x;y), dont lecriture
binaire est ( OfL_l{'Z':_}; ), ilsut:
k fois
© Remonter au pere dex;y).
@ Suivre son lien de voisinage;@).
© Descendrea son Is en suivant l'aréte detiquette (0 ).

(1,0)
(30]#], b) (al(&)q b)
k-1 fois k-1 fois
(a011...1 bu) (alogf.’i.s.q bu)

k fois
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Algorithme
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Chemins autoevitants

Algorithme

Pour e ectuer la translation (10)a partir de (x;y), dont lecriture
binaire est ( OfL_l{'Z':_}; ), ilsut:
k fois
© Remonter au pere dex;y).
@ Suivre son lien de voisinage;@).
© Descendrea son Is en suivant l'aréte detiquette (0 ).

(1,0)

(30]#], b) (al(&)q b)
k-1 fois k-1 fois
1,0)

(R I 7 (1T

(a011...1 bu) (alogf.’i.s.q bu)

k fois
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Resultats

Chemins autoevitants

Exemple

w=0011010 (0,0)

(0,0)e ° °
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Exemple

w=0011010 (0,0)
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Exemple

w=0011010
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Algorithme
Resultats

Chemins autoevitants

Exemple

w=0011010 (0,0)
° o<+ ;
(0.1)¢* ~@(1.0)
° ° . .0 (0,8)\\(1’0)
L ;
(0,0)0——o—o (1,2) 22 (2.1 (2,0
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Exemple

Structure de donrees
Algorithme
Resultats

w=0011010
° »
° ° °
(0,0)0——o—o
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w=0011010
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Exemple

w=0011010

(0,0)0——o—o
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Algorithme
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Chemins autoevitants

Exemple

w=0011010

°
° >0
(0,0)0——o—o (1,5 (2,2) (2,1) (2,0
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Structure de donrees
Algorithme
Resultats

Chemins autoevitants

Resultats principaux

Etant donre un mot w2 f 0; 1; 0; 19", determiner si le chemin cock
par w est autoevitant est cecidable er©(n).
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Resultats

Chemins autoevitants

Resultats principaux

Etant donre un mot w2 f 0; 1; 0; 19", determiner si le chemin cock
par w est autoevitant est cecidable er©(n).

Icee de la preuve.
© Montrer que le nombre de noeuds cees est da@g¢n).
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Structure de donrees
Algorithme
Resultats

Chemins autoevitants

Resultats principaux

Etant donre un mot w2 f 0; 1; 0; 19", determiner si le chemin cock
par w est autoevitant est cecidable er©(n).

Icee de la preuve.
© Montrer que le nombre de noeuds cees est da@g¢n).

@ Borner par une constante le nombre de fois qu'un noeud peut
étre consule lors des appels ecursifs.
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Structure de donrees
Algorithme
Resultats

Chemins autoevitants

Resultats principaux

Etant donre un mot w2 f 0; 1; 0; 19", determiner si le chemin cock
par w est autoevitant est cecidable er©(n).

Icee de la preuve.
© Montrer que le nombre de noeuds cees est da@g¢n).

@ Borner par une constante le nombre de fois qu'un noeud peut
étre consule lors des appels ecursifs.

Corollaire

Etant donre un mot w2 f 0; 1;0; 19", ceterminer si w est un mot
de contour est cecidable e®(n).
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e nitions
Mots de Lyndon
Convexie discete Mots de Christo el
Cetection de la convexie discete

Convexie discete

Ce nition (Kim)

Un polyominoP est digitalement convexa'il estegala la
discetisation de son enveloppe convexe Euclidienne.
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Ce nition (Kim)

Un polyominoP est digitalement convexa'il estegala la
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Convexie discete

Ce nition (Kim)
Un polyominoP est digitalement convexa'il estegala la
discetisation de son enveloppe convexe Euclidienne.

ConvP)\ z?=P
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e nitions
Mots de Lyndon
Convexie discete Mots de Christo el
Cetection de la convexie discete

HV-convextie

Un polyominoP est H-convexe si toutes ses lignes sont connexes.
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Mots de Lyndon
Convexie discete Mots de Christo el
Cetection de la convexie discete

HV-convextie

Un polyominoP est H-convexe si toutes ses lignes sont connexes.

Un polyominoP estV -convexe si toutes ses colonnes sont
connexes.
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e nitions
Mots de Lyndon
Convexie discete Mots de Christo el

Cetection de la convexie discete

HV-convextie

Un polyominoP est H-convexe si toutes ses lignes sont connexes.

Un polyominoP estV -convexe si toutes ses colonnes sont
connexes.

Un polyominoP est HV -convexe s'il esH-convexe etV -convexe.
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e nitions
Mots de Lyndon
Convexie discete Mots de Christo el
Cetection de la convexie discete

Question

Etant donre un motw 2 f 0;1;0;1g codant le bord du polyomin
HV -convexeP.

Xavier Provercal Combinatoire des mots, gonetrie discete et pavages



e nitions
Mots de Lyndon
Convexie discete Mots de Christo el
Cetection de la convexie discete

Question

Etant donre un motw 2 f 0;1;0;1g codant le bord du polyomin
HV -convexeP.

Est-ce queP est digitalement convexe ?
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e nitions
Mots de Lyndon
Convexie discete Mots de Christo el
Cetection de la convexie discete

Ordre lexicographique

Etant donre < un ordre total sur les lettres de , onetend cette
relation d'ordrea  par

w<wlsi (i) wl2w *;
(i) w = uavetw®= ubv®
aveca;b2 ;u;v;vO02 eta< b:
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e nitions
Mots de Lyndon
Convexie discete Mots de Christo el
Cetection de la convexie discete

Ordre lexicographique

Etant donre < un ordre total sur les lettres de , onetend cette
relation d'ordrea  par

w<wlsi (i) wl2w *;
(i) w = uavetw®= ubv®
aveca;b2 ;u;v;vO02 eta< b:

Par exemple, si

w = 0001110001 etw®= 0011110000110
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e nitions
Mots de Lyndon
Convexie discete Mots de Christo el
Cetection de la convexie discete

Ordre lexicographique

Etant donre < un ordre total sur les lettres de , onetend cette
relation d'ordrea  par

w<wlsi (i) wl2w *;
(i) w = uavetw®= ubv®
aveca;b2 ;u;v;vO02 eta< b:

Par exemple, si
w = 0001110001 etw®= 0011110000110

alorsw < wP (avec l'ordre 0< 1).
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e nitions
Mots de Lyndon
Convexie discete Mots de Christo el
Cetection de la convexie discete

Mots de Lyndon

+

Un mot w est un mot de Lyndon si pour tout; v 2 ona

W=uv =) w< Vvu
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Cetection de la convexie discete

Mots de Lyndon

+

Un mot w est un mot de Lyndon si pour tout; v 2 ona

W=uv =) w< Vvu

Par exemple, parmi les mots suivants

wi = 00100101 w, = 0010 et w3 = 0000;
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e nitions
Mots de Lyndon
Convexie discete Mots de Christo el
Cetection de la convexie discete

Mots de Lyndon

+

Un mot w est un mot de Lyndon si pour tout; v 2 ona

W=uv =) w< Vvu

Par exemple, parmi les mots suivants
w; = 00100102 w, = 0010 et ws = 0000;

seulw; est un mot de Lyndon.
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e nitions
Mots de Lyndon
Convexie discete Mots de Christo el
Cetection de la convexie discete

Mots de Lyndon

Treoeme (Lyndon, 1958)

Tout mot w sur un alphabet ordonre admet une unique
factorisation

— N1 n2 Ng
WEN N

ang;ng:ion letl > 1> > | sont des mots de
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e nitions
Mots de Lyndon
Convexie discete Mots de Christo el
Cetection de la convexie discete

Mots de Lyndon

Treoeme (Lyndon, 1958)

Tout mot w sur un alphabet ordonre admet une unique
factorisation

— N1 n2 Ng
WEN N

ang;ng:ion letl > 1> > | sont des mots de

Lyndon
Theoeme (Fredricksen et Miorana 1978, Duval 1980)

La factorisation de Lyndon d'un mot w de longueur n se calaul e
O(n).

\
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e nitions
Mots de Lyndon
Convexie discete Mots de Christo el
Cetection de la convexie discete

Mots de Christo el

De nition (Christo el 1875)

Etant donre k;n 2 N, k < n, deux entiers relativement premiers, [le
mot de Christo el primitif G,.x = wiwows @ 1wy, est & nit par :

O si r1<r;

W = .
! 1 si r1>r;

al r; est le reste de la division dék( par n.
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e nitions
Mots de Lyndon
Convexie discete Mots de Christo el
Cetection de la convexie discete

Mots de Christo el

De nition (Christo el 1875)

Etant donre k;n 2 N, k < n, deux entiers relativement premiers, [le
mot de Christo el primitif G,.x = wiwows @ 1wy, est & nit par :

O si r1<r;

W = .
! 1 si r1>r;

al r; est le reste de la division dék( par n.
Par exemple, sh=8et k=5
i|0 1
(k) modn|0 5

2 3 45
2 7 4 1

[e2] ]
W~
ol
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e nitions
Mots de Lyndon
Convexie discete Mots de Christo el
Cetection de la convexie discete

Mots de Christo el

De nition (Christo el 1875)

Etant donre k;n 2 N, k < n, deux entiers relativement premiers, [le
mot de Christo el primitif G,.x = wiwows @ 1wy, est & nit par :

O si r1<r;

W = .
! 1 si r1>r;

al r; est le reste de la division dék( par n.

Par exemple, sh=8et k=5

ij/0 1 23458678
(k) modn|{0 5 2 7 4 1 6 3 0
wi=| 01011011
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e nitions
Mots de Lyndon
Convexie discete Mots de Christo el
Cetection de la convexie discete

Mots de Christo el

De nition (Christo el 1875)

Etant donre k;n 2 N, k < n, deux entiers relativement premiers, [le
mot de Christo el primitif G,.x = wiwows @ 1wy, est & nit par :

O si r1<r;

W = .
! 1 si r1>r;

al r; est le reste de la division dék( par n.

Par exemple, sh=8et k=5

ij/0 1 23458678
(k) modn|{0 5 2 7 4 1 6 3 0
wi=| 01011011

Ainsi,G5=01011011%
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Cetection de la convexie discete

Interpetation geonetrique

De nition (Borel et Laubie, 1993)

o
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Mots de Lyndon
Convexie discete Mots de Christo el
Cetection de la convexie discete

Interpetation geonetrique

De nition (Borel et Laubie, 1993)

G2:5 = 001010010101

o
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Convexie discete Mots de Christo el
Cetection de la convexie discete

Resultat principal

Un mot w est NO-convexe ssi sa factorisation de Lyndon
w = [{*172  I* est compose uniguement de mots de Christo €l.
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Mots de Lyndon
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Resultat principal

Un mot w est NO-convexe ssi sa factorisation de Lyndon
w = [{*172  I* est compose uniguement de mots de Christo €l.

. . . . . . R (.)1.
cor s sy sy slleje e e e
S E)l. e e o o o 0o o o
¢« «le|e|e| e e e 0 0 0 0 0
. (-)lo e o 0o 0o 0 00 0 0 o
610 e o/ 0o 0o 0|0 0|0 0o 0 o
l‘o o o0 0 0 0 0 0 0 0 0 o

w=101011001000010000C1
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e nitions
Mots de Lyndon
Convexie discete Mots de Christo el
Cetection de la convexie discete

Resultat principal

Un mot w est NO-convexe ssi sa factorisation de Lyndon
w = [{*172  I* est compose uniguement de mots de Christo €l.

. . . . . . R (.)1.
cor s sy sy slleje e e e
S E)l. e e o o o 0o o o
¢« «le|e|e| e e e 0 0 0 0 0
. (-)lo e o 0o 0o 0 00 0 0 o
610 e o/ 0o 0o 0|0 0|0 0o 0 o
1‘0 o o0 0 0 0 0 0 0 0 0 o

w=1010110010000100001
=@
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Etant donre un polyolminoP et un vecteuru 2 Z2, on noteP
la translation deP par u .

e nition

| A\

Un pavagedu plan discretZ? par un polyominoP est un ensemble
de vecteurTT Z? tel que
0 2%2= P,.
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@ Pour toute paire disctinct'eu", v2T,P,\ P, =;: )
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Pavages

Un polyominoP est dit exacts'il existe un pavage du plan p&.

Etant donre un motw 2 f 0;1;0;1g codant le bord du polyomin
P, est-ce queP est exact?
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Theoeme (Beauquier et Nivat, 1991)

Un polyomino P est exact si et seulement s'il existe trois snot
X;Y;Z 2f0;1,0;1g tels que

XYZR¥PE22bP):
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Pseudo-hexagone Pseudo-care
w  XYZRbR: w  XYR¥Y:
(PP
. P
o’ £ ’ 0. R %@@
P @ X
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Facteurs admissibles

Ce nition
Soitw un mot de contour d'un polyomino. Un facteur non-vide
dew est dit admissibles'il existe deux mots de méme longuexr
ety tels que
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Facteurs admissibles

Ce nition
Soitw un mot de contour d'un polyomino. Un facteur non-vide
dew est dit admissibles'il existe deux mots de méme longuexr
ety tels que

i w Axbly.

(i) A estmaximalau sens qué (x) 6 [(x) et f(y) 6 I(y).

Soit w un mot de contour d'un polyomino exact et
w = XYZRP 2 un BN-factorisation de w. Alors, XR;Y ;¥ et (si
Z6"),Zet P sont tous des facteurs admissibles.
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Arbres des su xes

Exemple : soiv =00100101$

Theoeme (Weiner, 1973)

Etant donre un mot w de longueur n, le temps requis pour
construire l'arbre des su xes de w est dar3(n).
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Arbres des su xes

Theoeme (Harel et Tarjan, 1984)

Etant donre deux feuilles d'un arbre des su xes, la rechBedu
plus bas ancétre commun s'e ectue en un temps constantegpm
petraitement lireaire en fonction du nombre de noeuds tarbre.
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Proposition

Etant donre une position i dans un mot u et une position j dans
un mot v, la plus longue extension communea partir de ces
positions se calcule en temps constant apes un petraitent en
O(juj + jvj).
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Lister les facteurs admissibles

Etant donre une position p dans un mot de contour w, tous les
facteurs admissibles qui incluent cette position peuvetreNises
en temps lireaire en fonction de la longueur de w.
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Un mot w est dit sans-k-cares pourk 2 si pour tout facteuru
dew on a que
u=xx =) j uj<Kk:

Theoeme

Soit P un polyomino cooB par w2 f 0;1;0;1g un mot
sans-k-cares avec R O (' jwj). Determiner si w admet une
BN-factorisation est cecidable en temps lireaire.
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Doubles pseudo-cares

Remarque

Soit w un mot de contour de longueun. Le motw peut admettre
jusqua (n 2)=2 BN-factorisations dierentes.

Xavier Provercal Combinatoire des mots, gonetrie discete et pavages



e nitions

Factorisation de Beauquier-Nivat

etection des polyominos exacts
Pavages Double pseudo-cares

Doubles pseudo-cares

Soit w un mot de contour avec la BN-factorisation

w  XYZR¥®P. Une deuxeme BN-factorisationv ABCRBE
est ditequivalentesi [X;Y;Z;R; ?; 2] est une permutation
circulaire de A;B; C; R&; B; €].
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Doubles pseudo-cares

De nition

Soit w un mot de contour avec la BN-factorisation

w  XYZR¥®P. Une deuxeme BN-factorisationv ABCRBE
est ditequivalentesi [X;Y;Z;R; ?; 2] est une permutation
circulaire de A;B; C; A; B; €].

Ce nition

Un double pseudo-careest une polyomino dont le mot de contou
admet au moins deux factorisationsy R et ABRB
nonequivalentes.
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(¢=3
A

=
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Doubles pseudo-cares

Soit w le mot de contour d'un double pseudo-care et B; X;Y
quatre mots tels que w XYRY  ABRB forment deux
factorisations nonequivalentes. SoityPl'ensemble des positions
de w recouvertes par le facteur X etaReelles recouvertes par le
facteur A, alors R 6 Pa.
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factorisations nonequivalentes. SoityPl'ensemble des positions
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w 01010101010
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Doubles pseudo-cares

Il n'existe aucun triple pseudo-cares.
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Ce nition

Soit P un polyomino etC un pseudo-care coce par le mot de contour
XY R¥. Le produit de P parC, noe P C, est le polyomino dont le mot
de contour est (w) ar w est le mot de contour dé®> et est le
morphisme ¢k ni par

©=X; W=Y; (=R, (1)="¥:
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e nition

Soit P un polyomino etC un pseudo-care coce par le mot de contour
XY R¥. Le produit de P parC, noe P C, est le polyomino dont le mot
de contour est (w) ar w est le mot de contour dé®> et est le

morphisme ¢k ni par

©=X; W=Y; (=R, (1)="¥:
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Doubles pseudo-cares

Un polyomino esiQ est dit premiersi pour toute paire de
polyominosP, C telle queQ = P C on a alors queQ = P ou

Q=_C.
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e nitions

Factorisation de Beauquier-Nivat
Detection des polyominos exacts
Double pseudo-cares

Un polyomino esiQ est dit premiersi pour toute paire de
polyominosP, C telle queQ = P C on a alors queQ = P ou

Q=_C.
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Doubles pseudo-cares

Soitw XY RY le mot de contour d'un double pseudo-cari.
Si P est primitif alors X et Y sont des palindromes de longueur
impaires.
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Quelques exemples
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